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CALCUL D’UN ECOULEMENT SUPERSONIQUE 
BIDIMENSIONNEL D’UN FLUIDE DIPHASIQUE 

EN PRESENCE DE CONDENSATION 

PH. MATHIEU* et J. J. SMOLDEREN? 
FacultC des Sciences AppliquCes, Universiti? de Likge, 75 rue du Val-Benoit, 4000 Likge, Belgium 

(Rqu le 25 Octobre 1976) 

Rbsum&GEke au remplacement de Equation de la cinktique de la ~ndensation d’une vapeur dans 
un gaz en koulement stationnaire dans une ~nfigurat~on bidimensionnelle par quatre equations 
diffkentielles dkrivant la distribution des tailles des particules de la phase condenske, le sy&me 
d’&quations aux d&iv&es partielles de type hyperbolique gouvernant Evolution des deux phases peut 
etre rCsolu numkiquement par un schtma aux diffkrences finies de Lax-Wendroff. Les rksultats thkoriques 
montrent comment les Cvolutions des grandeurs physiques de l’tkoulement le long des lignes de courant 
du fluide diphasique, les caractkistiques des zones de nucleation et de croissance des germes de condensat, 
ainsi que la forme de la ligne d’initiation de la condensation, sent influenckes par l’effet bidimensionnel 

crE par la g~orn~~ie de la tuy&re. 

NOMENCLATURE 

vitesse du son isentropique [m/s]; 

section droite d’une tuyt?re faiblement 
divergente [m2] ; 
chaleur sp~i~que’~ pression constante 

[J/kgKl; 
chaleur spCcifique du fluide diphasique; 
chaleur spCcifique de la phase condensk; 
chaleur spCcifique du mClange gazeux au 
r&servoir de la tuyire; 
enthalpie massique [J/kg]; 
demi-hauteur au co1 de la tuy&e [m]; 
enthalpie massique de la phase conden&: 
tenseur unitir; 
taux stationnaire de formation de germes de 
taille critique par unit& de volume 
[m-3.s-1]; 
chaleur latente de condensation [J/kg]; 
dCbit massique total [kg/s]; 
nombre de Mach [V/a] ; 
pression [Pa] ; 
fraction massique de condensat; 
rayon moyen d’une particule [m]; 
distance entre les parois supkrieure et 
infkrieure de la tuy&re [ml; 
taille moyenne de la population de particules 

[ml; 
taille critique d’un germe de condensat [ml; 
constante d’un gaz [J/mole kg K]; 
constante R g&&alis& au fluide diphasique; 
coordonnCe curviligne le long d’une ligne 
CaractBristique [ml; 
entropie massique [J/kg K]; 
grandeurs dkfinies par les relations (14) B (17), 
i=O, 1,2,3, 
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t, 

2: 
4 

V, 
x9 Y, 

x Y, 

X 
X llg3 

Yw 
ZO? 

Zl, 

Z2r 

z3, 

temps [s]; 
composante axiale de la vitesse V [m/s]; 

vecteur &&tat (p, U, u, P, Zo, Z1, Z2, .Z3); 
composante transversale de la vitesse V 

Cm/s]; 
vecteur vitesse [m/s]; 
coordonnCes cartksiennes dans le plan 
physique [m] ; 
coordonn6es carttsiennes dans le plan 
transform6 [ml; 
fraction massique; 
fraction massique de vapeur au rbervoir de 
la tuyire; 
ordonnCe de la paroi de la tuykre [m]; 
nombre de particules observ6e.s par u&C de 
temps (Is-‘]; 
taille moyenne de la distribution des tailles 
des particules [ml; 
second moment relatif centrC de la 
distribution des tailles des particules [m’]; 
troisikme moment relatif centr6. de la 
distribution des tailles des particules Cm”]. 

Symboles grecs 

6 =: u2-_a2; 

B? = cotanp = (M2 - i)‘/*; 

6, grandeur d&nie par Gquation (28); 

L angle entre la direction du vecteur vitesse et 
les Iignes de Mach adjacentes [deg]; 

P7 masse vol~ique [kg/m’]; 

PS, masse volumique de la phase condens&; 
0, angle entre le vecteur vitesse et l’horizontale 

L F!;$;. 

Indices 

Q, axe de la tuyt?re; 
Z, gaz inerte; 

0, rbervoir; 
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P> paroi de la my&e; 

P> particules; 
s, phase condensee; 

s, Ctat de saturation; 
II, vapeur. 

INTRODUCTION 

LE MODULE mathematique de la condensation d’une 
vapeur dans des conditions thermodynamiques 
Bloigntes dun Ctat d’equilibre theorique, etabli dans 
[l, 21, est utilise pour l’etude des proprietks de la zone 
de condensation dans un Ccoulement bidimensionnel 
stationnaire. Un tel Ccoulement se rencontre frkquem- 
ment dans les applications pratiques. Dans le domaine 
du Genie Nucleaire par exemple, cette etude peut 
constituer une premiere approche simplifike de la 
description de l’koulement du fluide Ealoporteur dans 
un kacteur nuckaire lorsqu’il est le siege de change- 
ments de phase. L’influence de la presence de gout- 
telettes de la phase condensee dune vapeur sur 
l’ecoulement du fluide diphasique entre les aubages 
d’une turbine couplee a un reacteur nucltaire a eau 
ltghe peut 6tre egalement etudiee en premiere approxi- 
mation a partir du modele de la condensation. 

L’etude dun Ccoulement diphasique avec transfert 
de masse entre les phases est egalement necessaire 
pour approcher par voie theorique une application a 
l’enrichissement isotopique de l’uranium par un pro- 
cede aerodynamique propose par Mathieu [2,3] et 
base sur la rtactivitt diffkrentielle des isotopes de 
I’uranium dans une reaction chimique entre l’UFs et la 
phase condensee d’une vapeur lorsque les isotopes de 
l’UF6 sont excites selectivement par un rayonnement 
laser. 

MODELE MATHEMATIQUE DE LA CONDENSATION 
DANS UN ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL 

Ce modile est etabli dans le cadre des hypotheses 
g&kales suivantes: (1) le melange gazeux obeit a la 
loi des gaz parfaits et est homogene; (2) il est non 
conducteur et non visqueux (on ne tient pas compte 
de la presence des couches limites); (3) les particules 
sont assimilees a des spheres rigides; (4) il n’y a pas 
de coalescence entre particules; et (5) la chaleur 
specifique des deux phases est independante de la 
temperature. 

D’autres hypotheses plus specifiques et diverses 
approximations dans l’etablissement du modele mathe- 
matique de la condensation en non-kquilibre thermo- 
dynamique sont justifiees [4-91 et chiffrees dans [2]. 

L’Ctude d’un phenomitne de condensation typique 
au sein d’un Ccoulement supersonique dans une tuyhe 
unidimensionnelle montre que la taille moyenne des 
particules de la phase condensee ne d&passe pas le 
micron de sorte que les glissements de vitesse et les 
&arts de temperature entre phases peuvent Ctre 
negligts [l-3, 5, lo-171. Dans cette approximation, 
l’tcoulement bidimensionnel plan dun fluide diphasi- 
que, compose dune suspension de petites particules 
dans un gaz vecteur, est decrit par le systeme 

d’equations suivant : 

dp equation de continuite: dt + p div V = 0 0) 

equation du mouvement : g + j grad P = 0 (2) 

equation de l’energie: dh - 1 d-! = 0 
dt p dt (3) 

od V est le vecteur vitesse barycentrique du fluide, 
p sa masse volumique, h son enthalpie par unite de 
masse et P la pression dans le gaz. L’operateur d/dr 
represente la’derivee convective: (a/&) + V. grad. 

Ce systbme comporte quatre equations pour les six 
inconnues p, u, v, P, T et q oh u et v sont les com- 
posantes axiale et transversale respectivement de la 
vitesse V et q est la fraction massique de condensat. 

Pour fermer ce systeme, on utilise une equation 
d&tat du gaz et on etablit une equation d’evolution 
de la variable de progression q caracterisant le degre 
d’avancement des transformations a l’interieur du 
guide. 

L’kquation d’etat est: 

avec 

0, T, q) = P/ET (4) 

et 

R = R,-qR, (5) 

Ro = (l-X~o)R<+X~oR~ (6) 

06 R,, Ri et R. sont les constantes de la vapeur, du 
gaz inerte et du melange gazeux au reservoir; X,” est 
la fraction massique de vapeur au reservoir. 

Dans (3), l’enthalpie du fluide diphasique est 
don&e par : 

h(P, T, q) = Xi hi + X0 h, +%h, 

= (l-X”~)hi+X,,~~h,+q(h,-h,,) 
= C,OT-qL+const. (7) 

Xi et X, sont les fractions massiques de gaz inerte et 
de vapeur respectivement ; hi, h, et h, sont les enthalpies 
massiques du gaz inerte, de la vapeur et de la phase 
condenste respectivement. C,, est la chaleur specifique 
du melange gazeux au reservoir et L est la chaleur 
latente de condensation par unite de masse, a savoir : 

C,, = (l-XX,,+X,o~,t et (8) 

W’J = h,(T) - h,(T) (9) 

oti C,, et C,, sont les chaleurs specifiques du gaz 
inerte et de la vapeur respectivement. Apres quelques 
manipulations Blbmentaires a partir de (3), (7) (4) et (S), 
on obtient : 

dP ,dp 
dt--’ 3’ -“’ (10) 

oi on a pose 

a-2 = f-g L ( 1 P T’ 
(11) 
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C, est la chaleur spkcifique du fluide diphasique don&e 
par: 

C, = C,, + q(Cs _C,“) 

oi Cs est la chaleur spkcihque de la phase condensee. 
On verifie aisement que a est la vitesse du son “gel&e” 

dans le fluide diphasique, a savoir: 

[2,18,19]. 

Pour fermer le systeme (1) (2), (10) et (4), on utilise 
l’expression du taux d’accumulation de masse de con- 
densat, etablie dans une configuration unidimension- 
nelle [ l-3,5,12-17,20-22], a savoir : 

?(x, x’)J(x’)A(x’)dx’ 

(12) 
ou J est le taux de nucleation stationnaire de germes 
de taille critique r* [23,24], r(x, x’) est la taille dun 
germe apparu a la position x’ et observe en x le long 
dune ligne de courant, ps est la masse volumique de 
la phase condenske, GI le debit ‘massique total, A la 
section droite dune tuyere unidimensionnelle, x est le 
point courant de calcul, x, la position od la vapeur 
atteint un Ctat de saturation theorique (J = 0) et dr/dt 
est la loi de croissance des germes lorsque le phenomene 
de condensation est controli: par le processus de bom- 
bardement cinetique des molecules de gaz sur les 
germes [2, 3, 5, 6, 13, 15, 17,20, 23,25-281. 

Les expressions de J, r* et dr/dt sont des expressions 
algebriques des grandeurs thermodynamiques locales. 
11 s’ensuit que dq/dt est une expression algebrique de 
ces grandeurs egalement et ne depend done pas des 
derivkes de ces grandeurs. 

Le systeme (l), (2) (10) est done entierement sem- 
blable a celui qui rgit l’ecoulement dun gaz parfait 
[29], sauf qu’il est non homogene et que la vitesse du 
son gelie a depend de q. 11 est done de nature hyper- 
bolique dans les parties supersoniques de l’ecoulement. 
De plus, les directions des lignes caracteristiques de ce 
systbme ont les m&mes expressions que dans le cas 
dun gaz parfait. Dans le modele choisi, la presence de 
particules et de phenomenes de transfert entre les 
phases ne changent done rien a la nature du systkme 
d’kquations. Celui-ci peut done etre trait6 numerique- 
ment, soit par la methode classique des caracteristiques, 
soit par un schema aux differences finies. 

Le calcul numtrique de q par (12) est singulierement 
complique du fait que la taille r(x, x’) depend de 
l’histoire de la condensation et est elle-m;me domke 
par I’expression suivante: 

r(x, x’) = r*(x’) + s x dr 
-d& 

x’ d5 
(13) 

Le calcul de q en x necessite done la mkmorisation des 
valeurs de r(x, x’) en tous les points x’ antbieurs a x 
(x, < x’ < x) pour chaque position x de calcul. 

Cette technique de calcul, bien que nunkiquement 
realisable, est tres lourde en ce sens qu’elle entralne une 
occupation de mimoires et un temps de calcul d’autant 

plus importants que les pas d’integration doivent &re 
petits pour suivre les evolutions rapides de l’intkgrand 
dues a la presence de J. Dans le cas bidimensionnel, 
les equations (12) et (13) &ant &rites le long dune 
ligne de courant du fluide, pour atteindre une precision 
donnke, il faut augmenter le nombre de ces lignes, 
incommes d priori, pour quadriller au mieux le domaine 
bidimensionnel de calcul. Les points de calcul sur ces 
lignes ne se disposant pas sur un maillage regulier, les 
problkmes d’interpolation et d’exploitation des re- 
sultats deviennent pratiquement inextricables. Enfin, le 
contrble de la precision dans tout le champ devient 
pratiquement impossible. 

L’artifice dtveloppe dans [l-3] consistant a rem- 
placer l’equation (12) par quatre equations differen- 
tielles le long des lignes de courant, ne contenant plus 
d’integrale, permet de traiter numeriquement le 
probkme par un schema aux differences finies. 

L’equation (12) est ainsi remplacke par le systtme 
differentiel suivant : 

d& 
pdt=pV.gradZO=titJ=SO 

ps = pV.gradZr 

(14) 

= pg+ni&(r*-ZI) = S1 

dzz 
pdt = pV.gradZ2 

= ti & [(r* - Zr)’ - Zr] = S2 

(15) 

(16) 

p% = pV.gradZ3 

zo 

Zl 

= kg [(r* -Z1)3 - 3(r* -Z1)Z2 -Z,] 
0 

s s3 (17) 

est le nombre de particules observkes a une posi- 
tion donnke par unite de temps, 
est leur taille moyenne, Z2 et Z3 sont respective- 
ment les second et troisikme moments relatifs 
cent& de la distribution des tailles des particules 
de la phase condenske et quantifient respectivement 

’ 
la dispersion et la distortion de celle-ci. 
On a: Zi = F, Z2 = (r-f)’ et Z3 = (r-f)‘. 

La fraction massique de condensat est alors don&e par: 

q =~Zo[Zsf3Z,Zz+Z:]. (18) 

Les equations de conservation stationnaires pour le 
fluide diphasique s’bcrivent alors sous forme quasi- 
lineaire comme suit : 

V.gradp+pdivV = 0 (19) 

(V grad)V + j grad P = 0 (20) 

V.gradP-a’V.gradp = -pa2 (21) 

V. grad Zi = Si/p, i = 0, 1,2,3 (22) 
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avec Le systeme (25) devient dans le plan transforme: 

dq=4:p,~{(z,+3z,z,+z:)s, 
dr 

Ux = DUrfT (29) 

+3Z,,(Z~+Z:)Sr+3Z,,Z1St+Z&}. (23) 
avec D = (l/r)(SI - R) od Z est la matrice unite. 

Comme les equations (22) decrivant le nuage par- 
Exprime en composantes cartbiennes, le systeme ticulaire sont dkouplees des equations (19)-(21) 
(19)-(23) se met sous la forme matricielle suivante: decrivant la phase gazeuse, on peut d&composer (29) 

AU,+BU, = t (24) 
en deux systemes separes. La partie des equations 
gouvernant la phase gazeuse est alors d&rite par: 
_ oti le vecteur d’ttat U a comme composantes: p, u, II, 

P, ZJ, Z2, Z1, Z. et oti les matrices A et B, carrees et 
de dimension 8 x 8, s’obtiennent aisement a partir de 
la morphologie du systeme. 

Pour traiter numeriquement ce systeme par un 
schema aux differences finies, on le transforme comme 0s’ 

r 
suit: 

U, = -RU,+T (25) 

oti R = A-‘B et T = K’t et oti x est la variable 
“Cvolutive” du probleme bidimensionnel stationnaire 
plan. Les valeurs propres de R sont les directions 
caracteristiques du systeme (19)-(23) et representent 
les pentes des lignes de courant du fluide et des lignes 
de Mach dans le gaz. 

Comme le maillage rectangulaire est le plus adequat 
pour une systemisation du calcul et pour la program- 
mation d’un algorithme aux differences finies, on trans- 
forme le domaine physique (x,y) de l’ecoulement en 
un domaine rectangulaire par le changement de 
variables suivant [30] : avec 

x=x 

Y = [Jl- .l’i(X)]/r(X) avec r(x) = ys(x) - _Vi(X) (26) 

oti yi(x) et y,(x) representent les equations des front&es 
inferieure et superieure du domaine physique respec- 
tivement. A partir du Jacobien de la transformation 
(26) on obtient : 

a ^I ? 

-= “_‘qx); et ‘=‘2- (27) 

dx 3X r(X) ay r(X)c?Y 

avec 

_AX _ 

(28) 

u u pa 

0 0 s-t’ _’ 
11 PU 

0 pa2 i _pa’i 6-F 

et T= 

a celle L’expression de D est tout a fait semblable 
obtenue dans le cas dun gaz parfait [29,31]. 

La partie des equations gouvernant le nuage parti- 
culaire s’ecrit alors : 

(30) 

z+;, i=O,1,2,3. (31) 

TRAITEMENT NUMERIQUE 

On a calcule numeriquement le champ U par le 
schema de Lax-Wendroff a un pas. Ce schema est 
explicite et du second ordre en precision sur les deux 
variables x et JJ [31-331. 

La formulation de l’bquation (12) sous forme des 
quatre equations differentielles (14)-(17) permet l’utili- 
sation de ce schema; son grand avantage sur les plans 
de la programmation, de l’occupation des mkmoires et 
du temps de calcul sur ordinateur, est qu’il ne necessite 
la connaissance du champ a calculer sur un front X 
que sur le front immediatement precedent X-AX. 
Son inconvenient principal est qu’il demande un travail 
preparatoire important. 

L’algorithme est le suivant : 
X- 

FIG. 1. Maillage rectangulaire du schema de Lax-Wendroff 
a un pas. 

Uj+’ = U:+AX@;+~($$>: (32) 



Calcul d’un Ccoulement supersonique bidimensionnel d’un fluide diphasique 1007 

soit encore : 

U:+’ = U:+AX[OU& 

+- (A;)’ [DDU*r+DDrUy+DxU,]: 

+*XT:+~[DT,+Tx]: (33) 

avec : 

W: = KU:+, -U:- #AI 

et Wyy)$ = DJi+, -2U:+U;_,]/(AY)2 (34) 

Le critke de stabilitk du schema de Lax-Wendroff 
s’obtient a partir dune theorie lineariske a coefficients 
gel&s (critere de von Neumann), qui conduit a la con- 
dition necessaire, mais non suffisante, de non explosion 
des composants de Fourier du champ U [31, 321: 
AX < A Y/maxjlln,I , oti le denominateur represente la 
plus grande valeur propre en module de D. Aprb 
quelques manipulations developpees dans [29], ce 
critkre s’exprime par une forme tout a fait semblable 
Q celle obtenue pour un gaz parfait, a savoir : 

AX< 
rAY 

dy, u~+a(V~-a*)~‘~ ’ 
(35) 

dx+ u*-a2 

Le pas AX augmente au fur et a mesure que le calcul 
progresse dans l’ircoulement supersonique et varie 
typiquement de 0,l 9 0,3 mm sur la zone de conden- 
sation Btudiee. 

Lorsque le champ U est connu sur une ligne de 
donnkes initiale, on ne peut le calculer en dehors de 
la zone de dependance numerique des points de cette 
ligne que si on le connait entierement sur les front&es. 
Pour ne pas dttruire la precision du second ordre 
obtenue sur le champ U dans le domaine interieur 
de l’kcoulement par le schema de Lax-Wendroff, il faut 
calculer ce champ sur la front&e par un algorithme 
du second ordre egalement. Comme on ne dispose que 
dune seule condition aux limites physique dans le 
probjkme, a savoir l’annulation de la composante de 
la vitesse normale a la paroi, il faut done ajouter une 
condition aux limites additionnelle de nature purement 
numbique et dont le choix est malaise par suite 
d’instabilitb imprkues par le crithe de von Neumann 
qu’elles peuvent introduire [34-391. Comme l’expk- 
rience montre que les conditions additionnelles basks 
sur des proprietes physiques de l’ecoulement, comme 
celles qui utilisent les lignes caractbistiques du systeme 
d’kquations, ne conduisent pas a des phenomenes 
d’instabilitb [29,34], nous avons selectionne un 
schkma’bast sur la methode des caracteristiques pour 
calculer le champ sur la front&e dans notre probleme. 

Darts un ecoulement supersonique, les equations de 
conservation le long des lignes caracteristiques sont les 
suivantes [ 181: 

(1) le long des lignes de Mach dans le gaz, 
d’kquations differentielles : 

,y=Bikl -dx ou g = tantO+/*) 
BTT 

(36) 

avec : 

c = tan 0 et p = l/tanp = (I& - 1)‘j2 (37) 

on a, avec p = p(P, T, q) et h = h(P, T, q) comme 
equations d&at, 

1 B 1 
-di$yzdPf85+1 l+i2 

(P4q-hTPq)dq dy o 

PhT 1 iii=. 
(38) 

De (4), on tire : 

ap 
PT=-@ 

P 
p,q = -r 

et: 

De (7), on tire: 

Par des manipulations Clementaires de (38), on obtient: 

de+Bdp=+J_ A-!& dq (39) 
ds* - pV* ds* [ 1 -PT[ C,T R ds* 

oi s est l’abscisse curviligne le long dune ligne de 
Mach gauche (signe +) ou droite (signe -). 

(2) le long des lignes de courant du fluide, on a: 
(a) la condition d’isentropicite de l’tcoulement du 

fluide total: 

ou 

c,dT-‘dP-Ldq = 0 
P 

(40) 

(b) Equation de Bernoulli: 

V2 
2+h(P,T,q)=const.ou VdV+kdP=O. (41) 

L’kquation differentielle dq/ds fournissant le taux de 
variation de la fraction massique de condensat est 
remplacke, selon notre nouvelle formulation, par les 4 
equations differentielles suivantes: 

dZi = (SJPV)ds OU dZi = (SJPu)dx, i = 0,1,2,3. (42) 

On engage un schema de prediction-correction sur les 
equations aux differences finies discretisant (39)-(42). 
Ce schema est du second ordre et s’est revelk stable. 

D~~JS~~ON DES RESULTATS 

La condensation de vapeur d’eau en melange avec 
de l’air est examinke lors dune detente dans deux types 
de tuyeres bidimensionnelles planes : 
l’une de forme hyperbolique et d’kquation 

avec r = p,/h et l’autre droite et d’equation 

ydh = [(r + 1)/r] Ii2 + (x/h - 1) tan 0,. 
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II! 
1.6 20 2.2 2.4 2.6 2.6 30 3.2 34 

X/h 

FIG. 2. Evolutions du taux de nuclkation J (mm 3 s-l), de 
la sursaturation S et du nombre de particules par unit6 de 
volume nP (mm3) en fonction de la distance axiale x/h sur la 
paroi (courbes en trait plein) et sur l’axe (courbes en traits 
pointillts) d’une tuytrre hyperbolique pour un mtlange 
vapeur d’eau-air. Les valeurs des divers parambtres sont: 
X,, = 0,125; PO = 20,5atm; T0 = 534,4”K; l = 1; 0 = u, = 

7.5.10-3N/m; A, = 2.10-“m2; h = lo-‘m. 

11 . .I. . . . . I 
2.2 2.4 2.6 2.6 31) 3.2 

3.4 3;6/h 3.0 

FIG. 3. Evolutions du taux de nuclkation J (rne3. s-‘), de 
la sursaturation S et du nombre de particules par unit6 de 
volume nP (mm3) en fonction de la distance axiale x/h sur 
la paroi (courbes en trait plein) et sur l’axe (courbes en 
traits pointillb) d’une tuytrre droite pour un mklange vapeur 
d’eau-air. Les valeurs des divers p-kambtres son; don&es 

dans la ltgende de la Fig. 2 et 0, = 10 deg. 

La paroi situke entre le co1 et la position x/h = 1 est 

hyperbolique dans les deux cas. Les conditions amont 
de l’kcoulement supersonique ont CtC calculkes par une 
mkthode de perturbation du champ unidimensionnel 

isentropique d’un gaz parfait dans le cas de tuykres i 
grand rayon de courbure pt au co1 (ici Y = p,/h = 5) 
[40] entre le co1 et x/h = 0,2. Dans les exemples trait& 
ici, le nombre de Mach isentropique devient partout 
supkrieur B 1’unitC a partir du front situ& en .x/h = 0,2. 
Dans la partie od l’kcoulement est isentropique, les 
fronts verticaux du domaine rectangulaire ont ktk 
divists en pas tgaux AY = l/20. Le front g partir 

duquel le taux de nuclkation J devient supttrieur a 

I’unitC et les fronts suivants ont Ctk divisCs en pas 
AY = l/80. Les rt‘sultats de nos calculs, prCsentCs sur 

les Figs. 2 & 8, sont relatifs B l’kcoulement du fluide 
diphasique dans la partie supersonique de ces tuybres. 
Les caractbistiques de la zone de condensation le long 
des lignes de courant du fluide, et en particulier sur 
l’axe et sur la paroi des tuykres, y sont illustrkes. 

Lorsque tout phtnomine de coalescence entre par- 
ticules peut &tre nkgligk, la zone de condensation d’une 

vapeur sursaturke peut gtre diviske en deux zones 
spatialement distinctes: une rirgion irtroite oti les germes 

apparaissent a un taux J klevir g la taille critique Y*, 

appelke zone de nuclkation et une zone de croissance 
06 les germes de taille critique grossissent par capture 
de mokcules de la vapeur environnante B un taux qui 

dCpend de la sursaturation locale S( = PJPs,,). 
La phase condenske n’apparait pas de manikre sig- 

nificative avant qu’un certain degri: de sursaturation 
de la vapeur, pour lequel la taille critique soit devenue 

suffisamment petite, ne soit atteint. Dans ces conditions, 
en effet, la valeur du taux de nuclkation J augmente 
rapidement. Ceci entraine la nuclkation d’un grand 

nombre de germes. Aprks que le taux de nuckation 
ait atteint sa valeur maximale, 1’Ctat de sursaturation 
s’effondre rapidement par suite de l’augmentation de 
la pression de saturation et dans une faible mesure 

de la diminution de la pression partielle de la vapeur 
consommke dans le phknomkne de condensation. 

La condensation s’accompagne en effet d’un ttchauffe- 
ment du gaz par rekichement de la chaleur latente et, 
par conskquent, d’une augmentation de la tempkrature. 
Comme la pression de saturation est une fonction tr6s 
sensible de la tempkrature (loi de Clausius-Clapeyron), 
la sursaturation diminue t&s rapidement d6.s que la 
condensation est dCclench6e. La zone de nuckation 
se termine lors de cet affaissement brutal de S et done 
de J. Ces deux dernikres grandeurs atteignent leur 
maximum g peu prks au mime endroit dans la tuykre 

(Figs. 2 et 3). 
L’apparition de la phase condenske se manifeste par 

des dkviations des kvolutions des grandeurs physiques 
du champ gazeux par rapport B leurs kvolutions 
isentropiques. Les ressauts de ces grandeurs, initiks 
dans la zone de nuclkation, se dkveloppent ensuite 
dans la zone de croissance SI un taux Clew5 dans un 
premier temps, puis de man&e plus deuce par apt&. 
La zone de croissance comporte elle-mEme deux sous- 
zones: la zone de croissance rapide, oti les gradients 
des grandeurs du champ sont ilevks, et la zone de 
croissance lente, oti les deux phases tvoluent vers un 
Ctat d’kquilibre statique, sans jamais l’atteindre par 
suite de la dktente (Figs. 4-7). 
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FIG. 4. Evolutions de la pression P/PO, de la temperature 
T/T,, de la vitesse V/a, et de la densite du gaz pa/p0 en 
fonction de la distance axiale sur l’axe et sur la paroi dune 
tuyke hyperbolique pour un melange vapeur d’eau-air. Les 
divers paramttres sont donnes dans la legende de la Fig. 2. 

a0 est la vitesse du son au reservoir. 
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FIG. 5. Evolutions de la pression reduite P/P,, de la tem- 
perature reduite T/T’, de la vitesse reduite V/a0 et de la 
densite du gaz reduite en fonction de la distance axiale x/h 
dans une tuyere droite pour un melange vapeur d’eau-air. 
Les divers parametres sont donnes dans la legende de la 

Fig. 2. 

Pour decrire mathematiquement l’apparition des 
germes de la phase condenske, on etablit une expression 
du taux de nucleation J. L’Ctat de nos connaissances 
actuelles, autant theoriques qu’experimentales, ne nous 
permet pas de lever la controverse existant actuelle- 
ment a propos de l’expression la plus adequate de J. 
11 existe en effet deux types d’expressions de J: 
I’expression classique et I’expression semi-statistique 
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FIG. 6. Evolutions de la fraction massique de condensat 
q/X,, et de la taille moyenne r bake sur la surface (p)“* 
en fonction de la distance axiale x/h sur I’axe (courbes en 
traits pointilk) et sur la paroi (courbes en trait plein) dune 
tuybre hyperbolique pour un melange vapeur d’eau-air. Les 
divers paramkres sont donnts dans la legende de la Fig. 2. 
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FIG. 7. Evolutions de la fraction massique de condmsat 
q/X,, et de la taille moyenne r basee sur la surface (r’)“* 
en fonction de la distance axiale x/h sur l’axe (courbes en 
traits pointillbs) et sur la paroi (courbes en trait plein) dune 
tuybre droite pour un melange vapeur d’eau-air. Les divers 

parametres sont don& dans la legende de la Fig. 2. 

de Lothe et Pound [23,24]. Cependant, pour certains 
fluides, comme la vapeur d’eau, on utilise le J classique 
car de nombreuses experiences ont montre qu’il n’y 
avait concordance avec les previsions theoriques que 
dans ce cas [S, 9, 13, 14, 17, 22,23,41]. 

Une constatation previsible et banale ressort dune 
premiere analyse des rbultats: les evolutions des 
grandeurs physiques dans la zone de nucleation et 
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dans la zone de condensation tout entiere, entre l’axe 
et la paroi de la tuyhe, sont tout a fait semblables aux 
evolutions des grandeurs homologues dans un Ccoule- 
ment unid~ensionnei. Sur l’axe et sur la paroi, ainsi 
que dans tout le domaine interieur, les ressauts de la 

temperature et de la pression sont nettement plus 
marques que ceux de la vitesse et de la densite (Figs. 
4 et 5). Ceux-ci sont si faibles que la localisation des 
lignes de courant du fluide differe tres peu de la 
localisation des lignes de courant d’un gaz parfait en 
detente isentropique. Ceci est important pour la con- 
ception et le calcul approche dun dispositif de separa- 
tion des phases par exemple. 

sation est la suivante: comme le montre la Fig. 8, la 
ligne d’initiation de la condensation, definie arbitraire- 
ment par le lieu des points oh J atteint sa valeur 
maximale, se rapproche du co1 de la tuyere lorsque 
l’angle du divergent augmente. Ce phinomene est 
constati dans I’etude de la nucleation en ecoulement 
unidimensionnel chaque fois que le taux de la detente 
augmente [ 1,2,16-J. Or une augmentation de l’angle du 
divergent correspond a une augmentation du taux de 
la detente. D’autre part, la forme de la ligne de 
condensation dkpend itroitement de I’holution des 
grandeurs physiques avant la condensation. Physique- 
ment, l’effet bidimensionnel de la paroi de la tuyere, qui 
se marque sur la forme de la ligne sonique et des lignes 
iso-Mach par exemple, se repercute egalement sur la 
forme du front de condensation et sur i’ivolution de 
toutes Ies grandeurs physiques de I’ecoulement carac- 
ttrisant le gaz et le nuage particulaire. 

1 
h 

TuyPre hyperbolique 

j Pt’ 5cm 

Tuyire droite 

- 
1 

1 ‘- I ew=loO i yw 

FIG. 8. Lignes d’initiatidn de la condensation, dtfinies 
comme les lieux des points ou le taux de nucleation J 
atteint sa valeur maximale, dans des tuyeres bidimension- 
nelles planes de forme hyperbolique et droite respectivement 
pour de la vapeur d’eau en melange avec de pair. Les valeurs 
des divers paramttres sont don&es dans la legende de la 

Fig. 2. 

L’interbt de Etude bidimensionnelle de la conden- 
sation reside essentiellement dans la recherche de la 
repartition de la phase condenske dans l’ecoulement 
en fonction de la forme de la tuytre. Ainsi, dans la 
tuyere hy~r~~que, la conden~tion se dkclenche 
d’abord sur la paroi et puis sur l’axe (Fig. 8). 

La zone de nuclkation est en outre plus &al&e a la 
paroi que sur l’axe. Ces phenomtnes s’expliquent par 
l’existence d’un plus grand taux de detente a la paroi. 
Dans la tuyhre droite, la condensation se declenche 
d’abord sur l’axe et puis sur la paroi (Fig. 8). Les 
profils des grandeurs physiques sur l’axe et sur la paroi, 
semblables a ceux du cas unidimensionnel, presentent 
la particularite de se recouper plusieurs fois. Cela 
s’explique qualitativement par les reflections des lignes 
de Mach sur l’axe et sur la paroi et par les divers 
domaines d’influence que ces lignes deiimitent 
L’explication physique de la forme de la ligne conden- 
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CALCULATION OF SUPERSONIC TWO-DIMENSIONAL FLOW IN A TWO-PHASE 
FLUID IN THE PRESENCE OF CONDENSATION 

Abstract-Thanks to the replacement of the condensation kinetics equation of a vapor in a gas stationary 
flow in a two-dimensional configuration by four differential equations describing the particle size dis- 
tribution in the condensed phase, the system of hyperbolic differential equations for the evolutions of the 
two phases may be solved numerically by a Lax-Wendroff finite difference scheme. The theoretical 
results show how the evolutions of the physical flow quantities along the two-phase fluid streamlines, 
the properties of the nucleation and growth zones of the condensed nuclei, and the shape of the line 

of onset of condensation, are influenced by the two-dimensional effect due to the nozzle geometry. 

DIE BERECHNUNG ZWEIDIMENSIONALER ZWEIPHASIGER 
UBERSCHALLSTROMUNGEN MIT KONDENSATION 

Zusammenfassung-Bei dem vorgeschlagenen Rechenverfahren wird eine die Kondensationskinetik eines 
Dampfes in stationaer, zweidimensionaler Gasstrijmung beschreibende Gleichung durch vier Differential- 
gleichungen ersetzt, welche die Verteilung der PartikelgriiBe der kondensierten Phase wiedergeben. Das 
System der hyperbolischen Differentialgleichungen, welches die Entwicklung beider Phasen beschreibt, 
kann mit Hilfe des Lax-Wendroff-Differenzenschemas numerisch gel&t werden. Die theoretischen 
Resultate zeigen, in welcher Form die physikalischen Strijmungsparameter liings der Zweiphasenstrijmung, 
die Bildungs- und Wachstumszone der Kondensatkeime und der Verlauf der Kondensationslinie von 

der durch die Diisengeometrie hervorgerufenen zweidimensionalen StrGmung beeinfluDt werden. 
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PACYET CBEPX3BYKOBOf0 ABYMEPHOI-0 I-IOTOKA ~BYX~A3HO~ 
~~~KO~~ IWIPH HA~~~~~ KOH~EHCAU~~ 

hlHOlWH~-%MeHa ypaBHeHA5l KFiHeTAKH KOHAeHcaUIRU napa B CTaUUOHapHOM IlOTOKe ra3a B 

AByMepHOk KOH@HrypaLWiH YeTblpbMSI AH&epeHUJ4anbHblMH YpaBHeHHSIMH, OnACblBamuIUMU pac- 

~~AeJre~He~~3MepOB~aCT~UBKOHAeHC~pOBaHHO~~a3e,~O3BO~~eT~O~~~11TbCUOMO~bK,KOHeYHO- 

pa3HocTHoR cxeMbr.JIaKca-BeHApo@a wcnemoepeuTeHlieclicreMb1 rwnep6onarecKkix aki&epeH- 

UWaJIbHbIX j'paBfieHBii NIX ABYX (ba3. TeopeTmecKwe paCYeTb1 IiOKa3blBaKIT, KaKOe BJIMXHEfe OKa- 

3bIBaeT ~ByMep~a~ KOH~~rypa~n~ COIIfla Ha N3MeHeHWe ~U3~qeCK~XCBO~CTB IlOTOKa BDOJib ,THHMit 

TOKa AByX~a3HO~ 2KHAKOCTH Ha XapaKTep~CT~K~ ~pOAbl~eO6pa3OBaH~~ H 30H pOCTa KOHLIEHCII- 

pOBaHHblX SAep,a TaKJKe$OpMy JIHHHH HaYaJfa KOHaeHCaUUM. 


